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摘 要： 为了改善经验模态分解的分离性能，提出一种基于信号高阶微分的分解算法．本文首先讨论了经验模
态实现模态分离的必要条件，并证明对输入信号进行偶数阶数值微分可以提高模态分离性能．然后在此基础上提出一
种以偶数阶微分的过零点为特征的均值计算方法．最后对仿真信号的分解进行了实验研究．结果表明，本文方法可以
改善分离性能，性能提高的程度与理论分析结果符合；与经验模态分解相比，本文方法具有更高的分解精度．
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１ 引言

经验模态分解（ＥｍｐｉｒｉｃａｌＭｏｄｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＥＭＤ）
是美国科学院院士 Ｈｕａｎｇ［１］提出的信号分解方法．ＥＭＤ
通过一种被称为筛分的方法，将多分量输入信号分解成

多个本征模态函数（ＩｎｔｒｉｎｓｉｃＭｏｄｅＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＩＭＦ）．筛分的
目的是不断地将低频分量从信号中分离，最终得到关于

时间轴对称的 ＩＭＦ．与其他方法相比，ＥＭＤ具有自适应、
后验性等特点，适用于平稳信号和非平稳信号．这使该
方法一经提出便在各个领域得到了广泛的应用［２～７］．

ＥＭＤ方法以极值点作为信号的局部震荡尺度构造
上下包络，取其平均进行筛分．当输入信号中存在频率
接近、幅度差异较大的分量时，极值点往往与真实震荡

尺度有偏差．如果仍选择极值点作为特征进行分解，将
无法分离这些信号分量．近年来，大量学者针对这个问
题对ＥＭＤ进行了优化和改进．文献［８］使用升余弦滤波
器插值代替原方法的三次样条插值；文献［９］采用优化
算法寻找最佳插值点计算上下包络；文献［１０］通过计算
局部积分均值点进行插值直接计算均值曲线．这些方法
对提高分解性能都有一定的效果，但是性能提高程度有

限，而且大多没有给出性能提高程度的依据．
本文从信号的偶数阶微分入手，研究高阶微分的特

性与分解性能的关系，以偶数阶微分的过零点时刻作为

特征进行信号分解，并建立了理论体系．仿真结果表明，
该方法性能提升程度可预知、可控，能显著地提高 ＥＭＤ
方法的分离性能．
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２ 问题的提出

ＥＭＤ迭代过程的核心在于均值信号的计算，均值信
号的准确性直接决定着分解质量．ＥＭＤ方法［１］认为，信
号的极值点分布包含了其自身局部震荡的时间尺度信

息．ＥＭＤ方法通过对极大值和极小值点进行三次样条插
值分别得到上包络和下包络，取上下包络的算术平均值

作为均值信号．这种均值计算方法有其难以解决的缺
点，当信号中存在频率上较为接近的模态分量时，ＥＭＤ
方法便无法分离这些分量，甚至在分解过程中会产生杂

散分量．如图１（ａ）所示含１５Ｈｚ和２０Ｈｚ两种频率的信号
ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ（１５×２πｔ）＋ｃｏｓ（２０×２πｔ）ｔ∈［０，１５］，给出了
ＥＭＤ方法首次迭代产生的上下包络和均值信号．可以看
出，均值曲线明显与１５Ｈｚ的低频分量相异．对均值信号
进行频谱分析结果如图１（ｂ）所示，有多个频点出现了较
大的杂散分量，影响了分解结果的准确性．因此，在这种
情况下，使用极值点作为特征进行分解已经不能满足要

求，有必要选取不同的特征进行分解．

３ 基于高阶数值微分的经验模态分解

３１ 理论模型

首先研究信号实现分离的条件，考虑式（１）的双音
信号模型：

ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ２πｔ＋ａｃｏｓ（２πｆｔ＋φ） （１）
其中 ａ为幅度比，ｆ为频率比，φ为相位差．当 ｆ∈［０，１）
时，ｃｏｓ２πｔ为频率较高的信号分量．为得到低频信号，本
文从信号的高阶导数特征进行分析．

定理１ 式（１）所表示的信号，其中 ａ＞０，ｆ∈（０，
１）．记 ｓ（ｎ）（ｔ）为 ｓ（ｔ）的 ｎ阶导数，ｎ＝０，１，２…，ｓ（２ｎ）（ｔ）
过零点为 ｔ０，则有：ｓ（ｔ０）＝ａ（１－ｆ２ｎ）ｃｏｓ（２πｆｔ０＋φ）．

证明 对 ｓ（ｔ）求２ｎ阶导数得

ｓ２ｎ（ｔ）∝ｃｏｓ２πｔ＋ａｆ２ｎｃｏｓ（２πｆｔ＋φ） （２）
在 ｓ（２ｎ）（ｔ）的过零点时刻 ｔ０有

ｃｏｓ２πｔ０＋ａｆ２ｎｃｏｓ（２πｆｔ０＋φ）＝０ （３）
将式（３）代入 ｓ（ｔ０）得证．定理１表明了只要求出信号偶
数阶导数的过零点时刻 ｔ０，就能求出与低频信号同频
同相，幅度为 ａ（１－ｆ２ｎ）的信号．容易验证，该规律对多
分量组成的信号仍然是成立的．

下面讨论实现分解的必要条件．在计算过程中，低
频分量可通过对 ｓ（ｔ０）插值重建，如使用 Ｂ样条插值或
ｓｉｎｃ插值等．对插值而言，周期内提供插值的点数越多，
波形越准确．对 ｓ（２ｎ）（ｔ）而言，ｔ０个数的上限（下限）分
别为高频（低频）分量的过零点个数．当 ｔ０的个数和低
频分量的过零点个数一致时，单个周期内插值点只有

两个，不可能恢复该信号．当 ｔ０的个数与高频分量过零
点个数相同时，才最有可能通过插值恢复出低频信号．
下面分析双音信号在什么情况下，其偶数阶导数的过

零点数与高频分量相同．
定理２ 式（１）所表示的信号，其中 ａ＞０，ｆ∈（０，

１）．记 ｓ（ｎ）（ｔ）为 ｓ（ｔ）的 ｎ阶导数，其中 ｎ＝０，１，２…，当
ａｆ２ｎ＋１＜１时，ｓ（２ｎ）（ｔ）的过零点个数与ｃｏｓ２πｔ相同．
证明 要证明 ｓ（２ｎ）（ｔ）的过零点个数与 ｃｏｓ２πｔ相

同，即证明 ｓ２ｎ（ｔ）极值点出现频率与 ｃｏｓ２πｔ相同．假设
ｓ（２ｎ）（ｔ）的一个极值点在 ｔ＝ｔ０时刻出现，即
ｓ２ｎ＋１（ｔ）｜ｔ＝ｔ０∝ｓｉｎ２πｔ０＋ａｆ

２ｎ＋１ｓｉｎ（２πｆｔ０＋φ）＝０ （４）
ｓ（ｔ）的２ｎ＋２阶导数可以表示为

ｓ２ｎ＋２（ｔ）∝ｃｏｓ２πｔ＋ａｆ２ｎ＋２ｃｏｓ（２πｆｔ＋φ） （５）
令

γ＝｜ｃｏｓ２πｔ０｜２－｜ａｆ２ｎ＋２ｃｏｓ（２πｆｔ０＋φ）｜
２ （６）

将式（４）代入式（６），得

γ＝１－（ａｆ２ｎ＋１）２ｓｉｎ２（２πｆｔ０＋φ）

－（ａｆ２ｎ＋２）２ｃｏｓ２（２πｆｔ０＋φ）
（７）

当 ａｆ２ｎ＋１＜１时，有（ａｆ２ｎ＋２）２＜（ａｆ２ｎ＋１）２＜１，从而有

γ＞０，由式（６）可以得到
｜ｃｏｓ２πｔ０｜＞｜ａｆ２ｎ＋２ｃｏｓ（２πｆｔ０＋φ）｜ （８）

将式（８）与式（５）比较可以看出 ｃｏｓ２πｔ０＋ａｆ２ｎ＋２ｃｏｓ（２πｆｔ０
＋φ）的符号与 ｃｏｓ２πｔ０一致，即 ｓ２ｎ＋２（ｔ０）的符号与
ｃｏｓ２πｔ０一致．容易得知，ｓ２ｎ＋２（ｔ０）的符号对应着 ｓ２ｎ（ｔ０）
的凹凸性和极值点类型，当 ｓ２ｎ＋２（ｔ０）＞０时，ｓ２ｎ（ｔ０）位
于凹曲线内，为极小值点；而当 ｓ２ｎ＋２（ｔ０）＜０时，ｓ２ｎ（ｔ０）
位于凸曲线内，为极大值点．由此可以得到，ｓ２ｎ（ｔ）的凹
凸性变化频率与高频分量 ｃｏｓ２πｔ的极值点出现频率一
致．由式（４），当 ａｆ２ｎ＋１＜１时，ｓ２ｎ＋１（ｔ）的符号与 ｓｉｎ２πｔ
一致，因此 ｓ２ｎ＋１（ｔ）的极值点数与 ｓｉｎ２πｔ一致，ｓ２ｎ＋２（ｔ）
的过零点数与ｃｏｓ２πｔ一致．从而 ｓ２ｎ（ｔ）极值点出现频率
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与高频分量ｃｏｓ２πｔ的极值点出现频率相同，得证．
定理２分析了本文方法所能达到的分解性能，即对

输入信号进行 ２ｎ阶数值微分有可能分离出频率和幅
度比满足ａｆ２ｎ＋１＜１的信号分量．
３２ 算法实现

通过３１节分析可知，对信号进行偶数阶微分能估
计出均值信号分量．在应用中，模数转换器和处理器的
数字有效位数有限，输入信号不可避免地存在量化误

差、截断误差或舍入误差［１１］．这些误差在数值微分的过
程中会被迅速放大，严重影响微分的结果．为降低微分
误差，本文使用高阶 Ｂ样条拟合［１２］实现数值微分的近
似．Ｂ样条拟合是对信号进行平滑的过程，本身具有低
通滤波器的性质，能抑制细微扰动、失真和间断对微分

结果的影响．首先对输入信号进行等节点间隔 Ｂ样条
拟合（本文节点间隔取信号相邻两极值点距离最小值

的四分之一，且至少取 ４），再对拟合曲线进行数值微
分．考虑到 ｎ阶Ｂ样条函数具有 ｎ－１阶连续导数，为
保证精度，Ｂ样条阶数应至少比微分阶数高３阶以上．
将本文提出方法称为微分经验模态分解（ＤｅｒｉｖａｔｉｖｅＥｍ
ｐｉｒｉｃａｌＭｏｄｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＤＥＭＤ）．设输入信号为 ｓ（ｔ），
ＤＥＭＤ的均值计算过程按如下步骤进行：

（１）预设微分阶数 ｎ，迭代终止参数σ，最大迭代次
数（本文取１０），插值阶数 ｕ；

（２）计算 ｓ（ｔ）的２ｎ阶数值微分，得到 ｓ（２ｎ）（ｔ）；
（３）找到 ｓ（２ｎ）（ｔ）过零点对应的时刻 ｔｉ，即 ｔｉ｜ｓ（２ｎ）

（ｔｉ）＝０（ｉ＝１，２…）；
（４）对（ｔｉ，ｓ（ｔｉ））进行 ｕ阶Ｂ样条插值，得到均值曲

线 ｍ（ｔ）；
（５）令 ｈ（ｔ）＝ｓ（ｔ）－ｍ（ｔ），将 ｈ（ｔ）看做新的 ｓ（ｔ）

并重复步骤２～５，直到满足∑
ｔ

｜ｍ（ｔ）｜
｜ｈ（ｔ）｜＜σ或达到预

设的最大迭代次数为止，σ通常取小于０３的正值；
（６）对步骤５得到的 ｈ（ｔ）作为 ＩＭＦ输出．
在ＥＭＤ方法中，信号样点率对分解精度有较大的

影响［１３］，本文方法也存在同样的问题．当样点率较低
时，对极值点／过零点时刻的估计将存在较大误差，这
些误差会导致插值样点的不准确．为保证精度，信号的
采样频率应远大于其奈奎斯特频率．如采样频率较低，
则应在分解前进行适当的插值处理．

４ 实验分析

４１ 分解精度

对双音信号 ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ２πｔ＋ｃｏｓ（２πｆｔ）进行分解，研
究在不同频率比 ｆ和不同插值阶数下，分解结果第一阶
ＩＭＦ的均方误差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＭＳＥ）．

ＭＳＥ＝
∑
Ｎ

ｔ＝１
（ｉｍｆ１（ｔ）－ｃｏｓ２πｔ）２

Ｎ （９）

其中 Ｎ为样点总数．ＤＥＭＤ的微分阶数为 ８；迭代终止
参数为０１５分别对频率比 ｆ为０１～０８的信号进行
分解，分解结果如图２（ａ）所示，可以看出 ｆ越小，越容
易得到更高的分解精度．提高插值阶数可以在一定程
度上提高精度．随着插值阶数的提高，精度的提升趋于
平缓．一般认为对实际信号，阶数选择８～１０可满足需
求．当信号中低频分量幅度较大时，可适当提高插值阶
数以便于把被淹没的高频分量提取出来．

将插值阶数为８的分解结果与 ＥＭＤ方法进行精度
对比，结果见图２（ｂ）．比较得出，对所有频率比 ｆ的信
号，ＤＥＭＤ方法的精度明显优于 ＥＭＤ，精度至少高 ０５
个数量级．在 ｆ＞０６以后，ＤＥＭＤ的精度优势更明显，
因为在这个时候，ＥＭＤ已经无法正确分离频率如此接
近的分量．
４２ 分离性能

研究双音信号 ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ２πｔ＋ａｃｏｓ（２πｆｔ）在不同微分
阶下的分解．使用文献［１４］中定义的分离指标来衡量性能

Ｃ（ｆ，ａ，φ）＝
‖ｈ－ｃｏｓ２πｔ‖Ｌ２

‖ａｃｏｓ２πｆｔ＋φ‖Ｌ２
（１０）

其中 ｈ为经过迭代后分解出来的第一阶 ＩＭＦ分量．考
察在不同幅度比 ａ和频率比ｆ和相位φ下的分解结果．
设定与该文献相同的阈值，当 ｃ＞０５时认为分解成功．
ＤＥＭＤ配置情况如下：插值阶数为１０；迭代终止参数为
０１５通常认为相位φ对性能影响不大，实验从 ０°～
３６０°均匀抽取５个相位，并将实验结果取平均．为消除
边缘效应对分解结果的干扰，对分解结果进行了首尾

截断处理，只取中间８０％长度的数据做分析．
图３（ａ）～（ｄ）给出了 ＤＥＭＤ在２阶、４阶、６阶和８

阶微分下的分解结果．同时图３（ｅ）给出 ＥＭＤ的分解结
果．黑色区域表示分离成功，白色区域表示分离失败．
通过对比可知，通过微分，ＤＥＭＤ的分离性能与 ＥＭＤ相
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比得到了很大提高，微分阶数越高，分离性越好．图中
分别画出了 ａｆ２ｋ＋１＝１，ｋ＝１，２，…４曲线．回顾定理２，
双音信号进行２ｎ阶微分后，如果满足 ａｆ２ｎ＋１＜１，则为
成功分解的必要条件．可以看出，ＤＥＭＤ的分离性过渡
区轮廓曲线与理论曲线 ａｆ２ｋ＋１＝１基本重合．当 ａｆ２ｎ＋１

＞１时，对应图中 ａｆ２ｋ＋１＝１曲线上方的白色区域，这时
ＤＥＭＤ无法正确分解．当 ａｆ２ｎ＋１＜１时，才可能做出正确
的分解．当 ｆ接近１时，表示分量的频率非常接近，这时
ＤＥＭＤ也无法分离这两个模态．但是微分阶数越高，
ＤＥＭＤ分离能力越强．当微分阶数为 ８时，分离能力达
到了 ｆ＝０９，大大优于ＥＭＤ（约０６５）．
４３ 多分量信号分解

将合成信号的模态个数选为４个．设输入信号为
ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ（２π×５０×ｔ＋ｓｉｎ（２π×３５×ｔ））
＋１５ｃｏｓ（２π×２８×ｔ）＋０４ｃｏｓ（２π×１５×ｔ）

（１１）

其中 ｔ∈［０，１］，ＤＥＭＤ配置插值阶数为１０；微分阶数为
８图４为ＤＥＭＤ和ＥＭＤ的分解结果，限于篇幅，图中只
给出分解的前４阶 ＩＭＦ．从 ＤＥＭＤ的可以看出，四个模
态清晰可辨，体现出该方法分离性高的优势．而 ＥＭＤ方
法不但没有实现模态的分离，还产生了模态间的混叠，

造成严重的失真，使其分解结果完全失去物理意义．

５ 结论

本文对提高ＥＭＤ分解性能的可行性进行了深入的
讨论，提出一种基于偶数阶微分的 ＥＭＤ分解方法．该方
法能显著提高分解的精度和模态分离能力．分离性实
验结果表明，该方法适用于分解频率较为接近的模态，

分离性能与理论分析符合，表明了方法的合理性和有

效性．目前ＥＭＤ方法及其改进方法普遍缺乏完整的理
论体系，本文的研究是对ＥＭＤ理论体系有价值的补充．
ＤＥＭＤ使用偶阶微分的过零点作为特征进行直接均值
计算，是对ＥＭＤ筛分过程有意义的推动．后续工作中，
如何提高对含噪音和间断信号的分解质量是重点研究

的内容．
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